Шур Владимир, группа 412

Задачи по курсу “Случайные процессы”

№ 1 
Найти характеристическую функцию для случайной величины 
[image: image1.wmf]x

, имеющей нормальное распределение с математическим ожиданием 
[image: image2.wmf]a

 и дисперсией 
[image: image3.wmf]2
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Искомая функция равна:
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(интегрирование ведется по всей числовой оси).

Преобразуем отдельно показатель степени при экспоненте под знаком интеграла:
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Сделаем в исходном интеграле замену: 
[image: image6.wmf]xa
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[image: image7.wmf]dx

dz

s

=

. Тогда выражение для характеристической функции примет вид:

[image: image8.wmf]2222222

2222

11

()2

22

tztt

itaitaita

teedzee

sss

jsp

psp

----

===

ò

.

В упражнениях к курсу задача нахождения характеристической функции нормального распределения встречалась дважды:

1. Доказать, что для случайной величины 
[image: image9.wmf]x

, имеющей стандартное нормальное распределение, выполнено равенство: 
[image: image10.wmf]2
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. Это сразу следует из доказанного, если заменить аргумент 
[image: image11.wmf]t

 на 
[image: image12.wmf]tb

 и положить 
[image: image13.wmf]0
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[image: image14.wmf]2
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. Данный факт использовался при построении процесса броуновского движения с характеристическим множеством 
[image: image15.wmf][;]
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2. Доказать, что характеристическая функция случайной величины 
[image: image16.wmf]x

, имеющей нормальное распределение с математическим ожиданием, равным 0, и дисперсией 
[image: image17.wmf]1
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. Это утверждение также следует из доказанной общей формулы при 
[image: image19.wmf]0
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. Оно использовалось при получении конечномерных распределений процесса броуновского движения.

№ 2
Доказать неравенство: 
[image: image21.wmf]ii
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Доказательство:

Не ограничивая общности, предположим, что 
[image: image22.wmf]ba
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. Преобразуем левую часть неравенства:
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. Что и требовалось доказать. 
Это неравенство использовалось при доказательстве теоремы о существовании такого процесса с ортогональными приращениями, преобразование Фурье которого равно заданному непрерывному в среднеквадратичном и стационарному в широком смысле процессу с математическим ожиданием, равным 0 (центрированному).
№ 3
Доказать, что отображение 
[image: image24.wmf]1
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[image: image25.wmf]2
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 действительное число, удовлетворяет определению скалярного произведения.

Доказательство:

Проверим выполнение 4 аксиом скалярного произведения. 
[image: image26.wmf]2
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1. 
[image: image27.wmf](;)(;)
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. Аксиома выполнена, так как при изменении порядка сомножителей под знаком интеграла его значение не изменится.

2. 
[image: image28.wmf](;)(;)(;)
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3. 
[image: image30.wmf](;)(;)
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. Аксиома выполнена в силу возможности вынесения константы из-под знака интеграла.

4. 
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. Аксиома также выполняется в силу того, что интеграл от неотрицательной, но не обращающейся в 0 на всем сегменте 
[image: image35.wmf][0;1]

, за исключением, возможно, множества меры 0, функции положителен, а интеграл от функции, равной 0, также равен 0 (интеграл от функции, равной 0 почти всюду на 
[image: image36.wmf][0;1]

, также будет равен 0, но в пространстве 
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 эквивалентные (отличающиеся на множестве меры 0) элементы отождествляются).
Таким образом, все аксиомы выполнены, следовательно, заданное отображение является скалярным произведением в 
[image: image38.wmf]2
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. Что и требовалось доказать.

№ 4
Доказать, что класс множеств 
[image: image39.wmf]F
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, ассоциированный с марковским моментом 
[image: image40.wmf]t

, является 
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Доказательство:

Необходимые определения:

1. Пусть задано вероятностное пространство 
[image: image42.wmf](,,)
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 называется фильтрацией.

2. Случайная величина 
[image: image45.wmf]:{}
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 называется марковским моментом относительно фильтрации 
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, если 
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3. Обозначим: 
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. Класс множеств ассоциированный с марковским моментом 
[image: image49.wmf]t

 есть: 
[image: image50.wmf]{:{}}

t

FAFAtFt

t

t

¥

=Î£Î"

I

.
Чтобы доказать, что 
[image: image51.wmf]F
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 является 
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1. 
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2. Если 
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t

Î

, то 
[image: image55.wmf]с

AF

t

Î

 (
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3. Если 
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Проверим свойства, руководствуясь определением 
[image: image61.wmf]F
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 и тем, что 
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 является 
[image: image63.wmf]алгеброй

s

-

 
[image: image64.wmf]t

"

.

1. 
[image: image65.wmf]{}{}

t

ttF

tt

W£=£Î

I

 по определению 
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2. Пусть 
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 в силу того, что оба аргумента операции разности множеств принадлежат 
[image: image69.wmf]t
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 является 
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3. Пусть 
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 в силу того, что все аргументы операции объединения множеств принадлежат 
[image: image74.wmf]t
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Все три необходимые условия для 
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 выполнены, следовательно, этот класс множеств является 
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№ 5
Пусть на вероятностном пространстве 
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Доказательство:

Для доказательства достаточно показать равенство степеней экспонент под знаком математического ожидания. Это можно доказать по индукции. При 
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[image: image85.wmf]1

101

101

()

kkk

ktrtt

kkrk

uXuXX

+

===+

=-

ååå

. Очевидно, правая часть равна: 
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 равенство выполнено. Пусть оно выполнено при некотором 
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. Рассмотрим правую часть равенства при 
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(сначала выделили отдельно последнее слагаемое в первой сумме, потом в оставшейся ее части выделили последние слагаемые из внутренней суммы, воспользовались предположением индукции и тем, что 
[image: image92.wmf]0
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 с вероятностью 1). Что и требовалось доказать.
Доказанное представление совместной характеристической функции использовалось при построении конечномерных распределений для процесса Пуассона и процесса броуновского движения.

№ 6
Доказать, что в произвольном гильбертовом пространстве скалярное произведение является непрерывной функцией своих аргументов.

Доказательство:

Пусть 
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[image: image102.wmf],

xyH

Î

. Докажем, что 
[image: image103.wmf],

(,)(,)

nm

nm

xyxy

®¥

¾¾¾®

. Построим цепочку неравенств:

[image: image104.wmf](,)(,){(,)(,)}{(,)(,)}(,)(,)(,)(,)

(,)(,)

nmnmmmnmmm

nmmnmm

xyxyxyxyxyxyxyxyxyxy

xxyxyyxxyyyx

-=-+-£-+-=

=-+-£-+-


(сначала воспользовались тем, что модуль суммы не превосходит суммы модулей, а далее к каждому слагаемому применили неравенство Коши-Буняковского). Так как, по определению сходящихся последовательностей 
[image: image105.wmf]{},{}

nm

xy

, первые сомножители в обоих слагаемых стремятся к 0 при 
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 - как нормы элементов сходящейся последовательности, начиная с определенного 
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 - как норма предела последовательности), то и исходное выражение стремится к 0 при 
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. Следовательно, скалярное произведение есть непрерывная функция своих аргументов. Что и требовалось доказать.

Данное утверждение использовалось неоднократно при доказательстве различных теорем курса (например, при доказательстве критерия непрерывности в среднеквадратичном случайного процесса второго порядка).

№ 7
Определим функции Хаара 
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 Пусть 
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Пусть 
[image: image116.wmf]{}
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Доказательство:

Воспользуемся признаком Вейерштрасса, то есть ограничим исходный ряд из модулей сходящимся числовым рядом. Так как 
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, то можно написать следующую цепочку неравенств:
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Так как 
[image: image125.wmf]0.5
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, то ряд, стоящий в последнем выражении сходится (показатель степени отрицателен), следовательно, по признаку Вейерштрасса, исходный ряд сходится равномерно. Что и требовалось доказать.
№ 8
Пусть 
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Доказательство:

Рассмотрим 2 случая:

1. 
[image: image130.wmf]min(,),()0
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2. 
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Что и требовалось доказать.

Данное равенство использовалось при доказательстве принципа отражения для процесса броуновского движения.

№ 9
Доказать равенство для функции ковариации: 
[image: image136.wmf](,)*
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Доказательство:

По определению:


[image: image137.wmf](

)

(

)

(,)***

*

ssttstststst

stst

kstEXEXXEXEXXEXEXEXEXEXEX

EXXEXEX

éù

éù

=--=--+=

ëû

ëû

éù

=-

ëû


(при раскрытии скобок математические ожидания, стоящие внутри них, выносятся из-под знака внешнего математического ожидания, так как они являются константами). Что и требовалось доказать.
№ 10
Доказать равенство:
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 - функция ковариации).

Доказательство:

Раскроем скобки в выражении, стоящем под модулем в правой части доказываемого равенства:
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(в последнем равенстве использован вид функции ковариации, полученный в предыдущей задаче). Что и требовалось доказать.

Данное равенство использовалось при доказательстве необходимых условий непрерывности случайного процесса в среднеквадратичном (при доказательстве непрерывности функции ковариации).

№ 11
Доказать равенство:
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 - функция ковариации).

Доказательство:

Воспользуемся доказанным представлением функции ковариации: 
[image: image143.wmf](,)*

stst

kstEXXEXEX

éù

=-

ëû

 и раскроем скобки в правой части доказываемого равенства:
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Что и требовалось доказать.
Данное равенство использовалось при доказательстве достаточных условий непрерывности случайного процесса в среднеквадратичном.

PAGE  
2

_1207161458.unknown

_1207162424.unknown

_1207207222.unknown

_1207208709.unknown

_1207220051.unknown

_1207226734.unknown

_1207227139.unknown

_1207227170.unknown

_1207227868.unknown

_1207228194.unknown

_1207227715.unknown

_1207227163.unknown

_1207226828.unknown

_1207221429.unknown

_1207224763.unknown

_1207225014.unknown

_1207225652.unknown

_1207225627.unknown

_1207222331.unknown

_1207222543.unknown

_1207221306.unknown

_1207221383.unknown

_1207220052.unknown

_1207214279.unknown

_1207219584.unknown

_1207219679.unknown

_1207219762.unknown

_1207219660.unknown

_1207218101.unknown

_1207219441.unknown

_1207214950.unknown

_1207209494.unknown

_1207209757.unknown

_1207209758.unknown

_1207209568.unknown

_1207209649.unknown

_1207209527.unknown

_1207209412.unknown

_1207209460.unknown

_1207209152.unknown

_1207207409.unknown

_1207207863.unknown

_1207208382.unknown

_1207208424.unknown

_1207207900.unknown

_1207208321.unknown

_1207207429.unknown

_1207207493.unknown

_1207207300.unknown

_1207207383.unknown

_1207207266.unknown

_1207205927.unknown

_1207206707.unknown

_1207207139.unknown

_1207207151.unknown

_1207207084.unknown

_1207206119.unknown

_1207206168.unknown

_1207205997.unknown

_1207206052.unknown

_1207205378.unknown

_1207205829.unknown

_1207205856.unknown

_1207205606.unknown

_1207205740.unknown

_1207205586.unknown

_1207162821.unknown

_1207162845.unknown

_1207162451.unknown

_1207162665.unknown

_1207161977.unknown

_1207162196.unknown

_1207162336.unknown

_1207162365.unknown

_1207162307.unknown

_1207162330.unknown

_1207162228.unknown

_1207162155.unknown

_1207162177.unknown

_1207162104.unknown

_1207161760.unknown

_1207161875.unknown

_1207161964.unknown

_1207161773.unknown

_1207161583.unknown

_1207161685.unknown

_1207161564.unknown

_1206899074.unknown

_1206902366.unknown

_1206903277.unknown

_1207161343.unknown

_1207161356.unknown

_1207161313.unknown

_1206902401.unknown

_1206902413.unknown

_1206903276.unknown

_1206902380.unknown

_1206901864.unknown

_1206902210.unknown

_1206902260.unknown

_1206902010.unknown

_1206902069.unknown

_1206901929.unknown

_1206899810.unknown

_1206900144.unknown

_1206901774.unknown

_1206899259.unknown

_1206897992.unknown

_1206898411.unknown

_1206898951.unknown

_1206898999.unknown

_1206898378.unknown

_1206898384.unknown

_1206898397.unknown

_1206898319.unknown

_1206895702.unknown

_1206897905.unknown

_1206897950.unknown

_1206897646.unknown

_1206895464.unknown

_1206895602.unknown

_1206895433.unknown

